Leibniz

u V' v i Universitat
u n I y':' : Hannover

CLUB APOLLO 13, 14. Wettbewerb
Aufgabe 2

Denken in Spiralen
Die zweite Aufgabe wird vom Institut fiir Algebra, Zahlentheorie und Diskrete Mathematik der

Leibniz Universitdt Hannover gestellt.

Weitere Informationen zum Studiengang Mathematik findet ihr unter
http://www.math.uni-hannover.de,

Ihr habt einen Teil des Sommers in einem Benediktinerkloster verbracht, um in der dortigen ver-
staubten, uralten Bibliothek nach versteckten Schitzen zu suchen. Besonders haben es euch die
fragmentarischen Aufzeichnungen des ehemaligen Klosterbruders David von Harpid angetan. Er
scheint die Natur mit einem mathematisch gescharften Blick betrachtet zu haben. Kénnt ihr euch
einen Reim auf die Textfragmente machen?

Erstes Fragment

Vor Eursem fand idy in unferer Rlofterbibliothet daf Biidhlein einef Gelebrten, Gutmutinfon we-
nannt. Line wabrlidy anregende Lebtiiver Dort laf idy folmendef Gedanbenerperiment: Line beftimmte
Sdynedenart benStigt ein Jabr sur Gefdhlechtfreife. Ab Siefem eitpuntt bringt ein Scdhnedenpaar
nady jedem Jabr ein weiteref Paar sur Welt. §éngt man mit einem Paar neugeborener Schnecen an
und 3dblt jedef Jabr auff Weue, wie viele Sdynedenpaare ef dann gibt, fo entftebt eine ounderbare
Abfolge von 3ablen. Denbt man fidy diefe Sablen alf Seitenldngen von Quadraten und ordnet die
Quadrate im Ubrseigerfinn an, fo entftebt eine fpivaline [idenlofe ﬁberbecfung Ser Lbene. Trdpt
man fcblieflich in jedef Quadrat einen Viertelbreif ein, fo entftebt eine Rurve, die meinen geliebten
Sdynedenbdufern nidht undbnlich fiebt:

Aufgabe 1. (5 P.) Wir bezeichnen mit S(n) die Anzahl von Schnecken, die man zu Beginn des
n-ten Jahres zéhlt (beginnend mit S(1) = S(2) = 1). Wie lauten die ersten 12 dieser Zahlen? Konnt
ihr ein allgemeines Prinzip angeben, nach dem diese Zahlen gebildet werden, und dieses kurz be-
griinden? Wie héngt diese Folge mit dem folgenden Bild zusammen?

.



http://www.math.uni-hannover.de

Zweites Fragment

I vourde sunehmend ungliicklich tiber die Solue def Gutmutigfon und ibre geometrifche Darftellung,
fand troty intenfiver Sudhe aber nichtf Befferef. Bif vor Eursem: Wuf der miibfamen, langen Reife
von Pifa nady Padua Eam mir die Lrleudhtung. Denn wer hat fihon unfterbliche Sdhyneden gefeben:
Iy dnderte diefen Schdnbeitffebler im Gedanbenerperiment def Gutmutinfon und lief die Schynecen
nach genau drei Jabren fterben. Und fo erbielt idy, Schneden Jabr fiic Jabr 3dblend, eine wabrlidy
nody wunderfamere Ubfolye von ablen, die michy diefmal auf eine Spirale gleidyfeitier Dreiecte
fiibrte. Die fiebt nun meinen Schnedenbdufern viel dhnlicher: Jcb Eann ef Eaum abroarten, in mein

Rlofter surticEsubebren, um diefe Abfolge weiter su unterfuchen. ..

Aufgabe 2. (5 P.) Es sei nun K (n) die Anzahl von Schnecken, die man zu Beginn des n-ten Jahres
nach der modifizierten Regel des Ménchs zéhlt. Gebt die ersten 12 dieser Zahlen an! Kénnt ihr auch
in diesem Falle ein allgemeines Prinzip beschreiben, nach dem diese Zahlen gebildet werden, und
dieses kurz begriinden? Wo lésst sich diese Folge innerhalb des nachstehenden Bildes finden und

warum?

Tipp: Die Schnecken haben in den letzten beiden Lebensjahren Nachwuchs und wir haben K(1) =
K (2) =1 sowie K(3) = 2. Anhand des Bildes sind zwei der méglichen Bildungsgesetze geometrisch

erkennbar.

Seid ihr mit der Behauptung des Monchs einverstanden, dass die zweite Spirale seinen geliebten

Schneckenhéusern dhnlicher sieht als die erste? Findet Argumente zu seinen Gunsten!

a

Drittes Fragment

Um wie viel fdydner meine Schneenfolae megentiber der def Gutmutigfonf dody iftr Denn meine
Solue erflillt nicht nur die Lbene, fondern fogar den Raum, wie ich geftern bei folgender Konftrubtion
in der Rlofterfchreinerei feftftellte: Iy fing mit einem Wiirfel der Rantenldnge Linf an. Dann fligte
iy fpiralfSrmin, und swar in der Reibenfolge Cord, Oft, Oben, Siid, Weft, Unten weitere Guader
binsu und fetste diefen WUnbau in Gedankben fiiv alle Seiten fort, fo daff fich jeder neue Guader an
daf bifberige @ebilde nabtlof anfiigte, wobei idy alf feblende dritte Aufdehmmyfurde daf jeroeilf

sweitldngfte Yaf unter Ldnge, Breite und S8be def vorigen Guaderf nabm.
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Aufgabe 3. (5 P.) Essei Q,, der Quader, der nach des Ménchs Vorschrift im n-ten Schritt entsteht.
Mit A, B, C bezeichnen wir seine Mafie (Q,, hat also die Gréle A x B x C), wobei wir diese der
Grofle nach geordnet aufschreiben, d. h. A < B < C. Wie lautet die Folge der Mafle fiir die Quader
@, und warum? Was ist der Zusammenhang zur Folge K (n) aus Aufgabe 27

@fﬁi@@@%

Viertes Fragment

[/
A

Soluende Srage raubte mir in den letsten Tagen den Sdhlaf: Trots der SterblichEeit meiner gedacdhten
Sdhneen wddft deren Jabl dody inf Unermeglidye. Die Population feigt von Jabr su Jabr swar
nicht um einen feften §abtor, dody ndbert fidy die jébrliche Wadhftumfrate einer myfteridfen 3abl, je
weiter wir in die Lwigbeit voranfdhreiten, dem goldenen Linfall def Gutmutigfon nidyt undbhnlich.
Doy wie lautet diefe Jablz Trots fieberbafter Sudye Eam idy nicht dabinter, bif idy fie letste Wacht
alf wemeinfame Wursel sroeier Gleidyungen erbannte, eine davon Eubifdy. Weldye Gebeimniffe mSmen
fich wobl binter diefer 3abl noch verftecens Jdy nenne fie ¢, caeleftia, die himmlifche. . .

Aufgabe 4. (5 P.) Die Quotienten K}({E:)l) zweier aufeinander folgender Glieder der obigen Folge
nihern sich einer Zahl c¢. Warum ist diese eine Nullstelle des kubischen Polynoms z® — z — 1 und
des Polynoms z® — z* — 1? Warum ist das zweite Polynom ein Vielfaches des ersten? Warum ist c

die einzige reelle Nullstelle der beiden Polynome?

Tipp: Die Polynome stehen in direktem Zusammenhang mit den in Aufgabe 2 gefundenen Bildungs-
gesetzen.

/(@) flx)=a2°—a* -1

fle)y=a2® -2z -1

—
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Fiinftes Fragment

Neine Gedanken Ereiften in letster Seit um die Srame, wie man die himmliche Sabl ¢ Eonkret berechnen
Eann. Beim Jufchneiden von KlStsen in der Schreinerei erfchien mir die Antwort auf diefe Srame
auf rounderfame Weife. Lin Wiirfel serfdllt in swoei Eleinere Wrirfel, die fidy an einer Lke bertibren,
und drei gleidy grofe Quader. Daf Gefamtvolumen diefer drei Guader ift um einen Rubibdesimeter
Eleiner alf daf Yolumen def @efamtworivfelf und gleidy dSem Volumen einer quadratifihen Sdule mit
einem Quadratdesimeter Grundfldde und gleidher H8be wie der def Wiirfelf. LCrun findet berauf,
weldye Seitenldnge der Wilirfel bat:

Aufgabe 5. (5 P.) Warum ist die Seitenldnge des grofien Wiirfels (ohne Dimension) gleich der in
Aufgabe 4 beschriebenen himmlischen Zahl ¢ des Moénchs? Wie lang sind die Seiten a und b der
beiden kleineren Wiirfel? Bestimmt a, b und ¢(= a + b) auf drei Stellen nach dem Komma genau!

Tipp: (1) a® +b% =1, (II) 3ab = 1, () in (I) einsetzen und nach a bzw. b auflésen!

Sechstes Fragment

Meine 3eit gebt su Lnde, und fonar im Sterbebett Ereifen meine Gedanben um Sablen und Siguren,
begleitet vom Singfang meiner Briider. . . Habe wieder gleidhfeitige Dreiece in Spiralen entfteben
laffen. . . Dody diefmal lie§ ichy die Dreiecte um denfelben Sabtor aleihmdgin wadfen. Dabei fiel mir
auf, daff einsig meine 3Jabl ¢ ein Seitenverbdltnif liefert, daf lauter sucinander dhnlidye Stinfecte
entfteben dfft: ﬁbnlid) bif in alle Lwigkleit. . .

Aufgabe 6. (5 P.) Damit horen die iibrig gebliebenen spérlichen Aufzeichnungen des David von
Harpid auf. Wir versuchen, diese etwas mysteriose letzte Erklirung zu interpretieren. Bei einem
(irreguléren) Fiinfeck sei das Verhiltnis zweier benachbarter Seiten bis auf ein Paar von Seiten
konstant, und alle Peripheriewinkel bis auf einen seien gleich 120°. Durch Anfiigen eines gleich-
seitigen Dreiecks ensteht ein neues Fiinfeck, das zu dem alten dhnlich ist (vgl. das nachfolgende
Bild, Fiinfecke mit roter und schwarzer Umrandung hervorgehoben). Warum entspricht das Seiten-
verhéltnis der in Aufgabe 3 beschriebenen Zahl ¢?

Und zu guter Letzt: Sind euch nach der Auseinandersetzung mit der Folge K(n) weitere Ge-
setzméBigkeiten, Kuriosititen oder Interpretationen dazu ein- bzw. aufgefallen (méglichst mit Be-
griindung)? Eure Einfille und Beobachtungen werden mit bis zu drei Bonuspunkten belohnt!
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Allgemeine Hinweise
Einsendeschluss: Sonntag, 30. November 2014, 19:59 Uhr.

Gebt eure Losungen iiber das Portal von uniKIK ab:
http://www.unikik-portal.de/portal

Zulissige Dateiformate sind: PDF fiir die gesamte Losung (Text, eventuell mit eingebetteten Bil-
dern), sowie unter Windows giingige Videoformate, die sich ohne Installation von zusétzlicher Soft-
ware abspielen lassen. (Denkt bitte an die Korrektoren/-innen und deren Rechner.)

Die Dateien sollten nicht grofier als 7,5 MB sein (Die Dateien kénnen gezippt sein)! Bitte gebt auch
euren Teamnamen, die Namen der Gruppenmitglieder sowie deren Schulen an. Bitte benennt eure
angehéngten Dateien nach dem Gruppennamen.

ACHTUNG bei Zip-Dateien! Um sicher zu gehen, dass eure Dateien wirklich fehlerfrei und fiir
die Korrektoren zu 6ffnen sind, solltet ihr eure Zip-Dateien etc. noch einmal von eurem Account
herunterladen und 6ffnen. Dateien, die sich nicht 6ffnen lassen, konnen nicht bewertet werden!

Thr kénnt und solltet eure Losung auch dann abgeben, wenn ihr nicht alle Fragen beantworten
konntet, insbesondere die letzte Teilaufgabe nicht gelost habt! Vielleicht gelingt euch das ja bei den

kommenden Aufgaben.

Die Teilnahmebedingungen und weitere Informationen findet ihr unter:
http://www.unikik.de/apollol3

Der Rechtsweg ist ausgeschlossen.

Harpa Davidis (Davidsharfe) Quelle: Wikipedia
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Anhang: Klartext. Falls ihr Schwierigkeiten mit dem Lesen von Frakturschrift habt. . .
Erstes Fragment

Vor kurzem fand ich in unserer Klosterbibliothek das Biichlein eines Gelehrten, Gutmutigson ge-
nannt. Eine wahrlich anregende Lektiire! Dort las ich folgendes Gedankenexperiment: Eine be-
stimmte Schneckenart benétigt ein Jahr zur Geschlechtsreife. Ab diesem Zeitpunkt bringt ein
Schneckenpaar nach jedem Jahr ein weiteres Paar zur Welt. Féngt man mit einem Paar neugebore-
ner Schnecken an und zahlt jedes Jahr aufs Neue, wie viele Schneckenpaare es dann gibt, so entsteht
eine wunderbare Abfolge von Zahlen. Denkt man sich diese Zahlen als Seitenldngen von Quadraten
und ordnet die Quadrate im Uhrzeigersinn an, so entsteht eine spiralige liickenlose Uberdeckung
der Ebene. Trégt man schliefflich in jedes Quadrat einen Viertelkreis ein, so entsteht eine Kurve,
die meinen geliebten Schneckenhdusern nicht undhnlich sieht!

Zweites Fragment

Ich wurde zunehmend ungliicklich iiber die Folge des Gutmutigson und ihre geometrische Darstel-
lung, fand trotz intensiver Suche aber nichts Besseres. Bis vor kurzem: Auf der miithsamen, langen
Reise von Pisa nach Padua kam mir die Erleuchtung. Denn wer hat schon unsterbliche Schnecken
gesehen? Ich dnderte diesen Schonheitsfehler im Gedankenexperiment des Gutmutigson und lief8 die
Schnecken nach genau drei Jahren sterben. Und so erhielt ich, Schnecken Jahr fiir Jahr zéhlend, eine
wahrlich noch wundersamere Abfolge von Zahlen, die mich diesmal auf eine Spirale gleichseitiger
Dreiecke fiihrte. Die sieht nun meinen Schneckenhéusern viel &hnlicher! Ich kann es kaum abwarten,
in mein Kloster zuriickzukehren, um diese Abfolge weiter zu untersuchen. . .

Drittes Fragment

Um wie viel schoner meine Schneckenfolge gegeniiber der des Gutmutigsons doch ist! Denn meine
Folge erfiillt nicht nur die Ebene, sondern sogar den Raum, wie ich gestern bei folgender Konstruk-
tion in der Klosterschreinerei feststellte: Ich fing mit einem Wiirfel der Kantenlénge Eins an. Dann
fligte ich spiralférmig, und zwar in der Reihenfolge Nord, Ost, Oben, Siid, West, Unten weitere
Quader hinzu und setzte diesen Anbau in Gedanken fiir alle Zeiten fort, so dass sich jeder neue
Quader an das bisherige Gebilde nahtlos anfiigte, wobei ich als fehlende dritte Ausdehnungsgrofie
das jeweils zweitlingste Mafl unter Lénge, Breite und Hohe des vorigen Quaders nahm.

Viertes Fragment

Folgende Frage raubte mir in den letzten Tagen den Schlaf: Trotz der Sterblichkeit meiner gedachten
Schnecken wéchst deren Zahl doch ins Unermefliche. Die Population steigt von Jahr zu Jahr zwar
nicht um einen festen Faktor, doch nahert sich die jihrliche Wachstumsrate einer mysteriosen Zahl,
je weiter wir in die Ewigkeit voranschreiten, dem goldenen Einfall des Gutmutigson nicht unéhnlich.
Doch wie lautet diese Zahl? Trotz fieberhafter Suche kam ich nicht dahinter, bis ich sie letzte
Nacht als gemeinsame Wurzel zweier Gleichungen erkannte, eine davon kubisch. Welche Geheimnisse
mogen sich wohl hinter dieser Zahl noch verstecken? Ich nenne sie c, caelestia, die himmlische. . .

Fiinftes Fragment

Meine Gedanken kreisten in letzter Zeit um die Frage, wie man die himmliche Zahl ¢ konkret berech-
nen kann. Beim Zuschneiden von Klétzen in der Schreinerei erschien mir die Antwort auf diese Frage
auf wundersame Weise. Ein Wiirfel zerfillt in zwei kleinere Wiirfel, die sich an einer Ecke beriihren,
und drei gleich groflie Quader. Das Gesamtvolumen dieser drei Quader ist um einen Kubikdezimeter
kleiner als das Volumen des Gesamtwiirfels und gleich dem Volumen einer quadratischen Sdule mit
einem Quadratdezimeter Grundfliche und gleicher Hohe wie der des Wiirfels. Nun findet heraus,
welche Seitenléinge der Wiirfel hat!

Sechstes Fragment

Meine Zeit geht zu Ende, und sogar im Sterbebett kreisen meine Gedanken um Zahlen und Figuren,
begleitet vom Singsang meiner Briider. .. Habe wieder gleichseitige Dreiecke in Spiralen entstehen
lassen. . . Doch diesmal lief§ ich die Dreiecke um denselben Faktor gleichméflig wachsen. Dabei fiel
mir auf, dass einzig meine Zahl c ein Seitenverhiltnis liefert, das lauter zueinander dhnliche Fiinfecke
entstehen lisst! Ahnlich bis in alle Ewigkeit. . .
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